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Olympiades de mathématiques 2014 

EUROPE – AFRIQUE – ASIE 

EXERCICE 2 : LE PLUS COURT POSSIBLE 

Éléments de correction 

 

Partie A : 

1. C’est l’assistant n°3. En effet : 

La longueur du réseau routier de l’assistant n°1 mesure       . 

Celle de l’assistant n°2 mesure    √           (la diagonale d’un carré de côté   mesure 

 √  qui se trouve avec le théorème de Pythagore). 

Celle de l’assistant n°3 mesure    √                km 

ABE est rectangle en B donc                    donc    √         √ . 

Puisque    est le rayon du cercle   de diamètre [BC] d’où            √    . 

D’autre part, le demi-cercle mesure 
     

 
    . Ce qui donne une longueur totale de 

   √         . 

 

2. Oui, car il fait      √             √           . 

 

Partie B : 

1. Comme admis au début de l'énoncé : si on trace une courbe quelconque entre deux points 

sa longueur est toujours au moins égale à celle du segment entre ces deux points. 

Donc ici, le premier réseau dessiné par l'énoncé est de longueur supérieure ou égale à celui 

dessiné avec des segments, en remplaçant en outre les deux courbes entre    et    par un seul 

segment. 

 

2. a. Notons    le symétrique de   par rapport à   . La symétrie conserve les longueurs, on a : 

                . D’après l’inégalité triangulaire rappelée au 1, cette somme est 

toujours supérieure ou égale à    . Et il y a égalité si, et seulement si, E0 appartient au 

segment [DA’]. Ainsi,         sera minimale lorsque E0 sera sur le segment [DA'] c'est-à-

dire lorsque E0 est sur la médiatrice de [DA], qu'on appellera  médiatrice horizontale du carré. 

 

b. La distance minimale entre un point de    et un point de    est obtenue lorsque (EF) est 

perpendiculaire à    (et donc aussi à   ). En effet, dans le cas contraire, notons G 

l’intersection de    et de la perpendiculaire à    passant par F. Le triangle EFG est alors 

rectangle en G donc son hypoténuse EF est supérieure à GF (théorème de Pythagore) ce qui 

ne donnerait pas une longueur minimale. 
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c. Les droites    et    étant fixées, pour tout réseau où    est sur    et    sur   , la longueur 

totale est          où            ;    est la distance entre les deux droites et     

       . 

Or d’après a, et b, il existe un réseau qui réalise le minimum de chacune de ces composantes, 

celui passant par E et F.  

Conclusion (en considérant toutes les droites    et    possibles) : un réseau minimisant est 

bien de la forme de la figure. 

 

3. a. On note O le point d'intersection de [EF] avec la médiatrice verticale (la médiatrice de 

[AB]). 

Si E et F ne sont pas symétriques, on considère les longueurs DE+EA+EO d'un côté et 

CF+FB+FO 

de l'autre. Si par exemple CF+FB+FO est plus grand ou égal à DE+EA+EO on remplace F par 

E' symétrique de E par rapport à O. On obtient alors une configuration symétrique de 

longueur inférieure ou égale. 

 

b. Si on note       où 

         alors le réseau 

mesure 

 

 ( )  

    √(    )     .  

 

Solution approchée : on 

représente cette fonction à 

l’aide de la calculatrice 

graphique et on essaie de 

chercher une valeur 

approchée du minimum : 

On obtient un minimum 

d’environ 275 km atteinte 

en      d’où       

km. 

 

Solution exacte (utilisant des notions hors programme): 

Pour cela, on admet la propriété ci-dessous : 

si   est fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I, alors la fonction   

√ ( ) est dérivable sur I et sa dérivée est la fonction   
  ( )

 √ ( )
. 

Ici,   est dérivable sur        et pour tout   de cet intervalle   ( )    
 (    )

√(    )     
. 

Or   ( )    √               (    )                    

                             

         les racines sont      (  
√ 

 
)     et      (  

√ 

 
)        . 
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x           

f ’(x)  + 0 –  

 f 

   √  

 

 (  ) 
 

300 

Pour          (  
√ 

 
)         km, ce réseau est donc le plus petit, il mesure 

 (  )       (  √ )          km. 

 

 

c. On peut d’abord chercher EAD :  

tan(EAD) = 

 

 
(         )

  
       d’où EAD ≈ 30° et AED ≈ 120°. 

Remarque : la valeur exacte de tan(EAD) = 
√ 

 
 : on a donc EAD = 30° et AED = 120° 

 

Solution physique qui répond aux deux questions : le réseau passe par A, D, O (le centre). On 

peut imaginer que les points sont placés sur une plaque percée en A, D, O et que l’on attache 

3 fils en E. On fait passer les fils par les 3 trous et aux extrémités desquels on suspend des 

masses identiques. Le système prend une position d’équilibre. L’énergie potentielle doit être 

minimale, c'est-à-dire que la longueur des fils sous la plaque doit être la plus grande (la masse 

totale est la proche que la Terre !). Donc la longueur des fils au-dessus de la plaque est 

minimale. C’est donc la solution de notre problème. On fait le bilan des forces au point M. La 

somme des tensions (qui sont identiques en intensité) est nulle. Donc on a la somme de 3 

vecteurs de même longueur qui est nulle. Cela n’est possible que si les angles valent 120
o
. En 

effet si l’un des trois angles est inférieur à 120
o
, la longueur du troisième vecteur  qui est 

l’opposé de la somme (à l’intensité près) serait inférieure à 2 cos(60
o
) = 1. 

 

 


